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論文内容要旨
序
 発散級数の総和法理論の歴史は非常に古く,数多くすぐれた研究がある。たとえばアーベル
 総和法,チェザロ総和法,調和総和法,対数総和法,ボレル総和法,オイラー総和法,リーマ
 ン総和法等の研究は有名である。
 G.F.Woronoi(1902),N.ENδrlund(19i9)が独立1こ定義したネールンド総和法はチェザロ総
 和法,調和総和法を包括する総和法である。またM.Riesz(1909〉がディリクル級数の研究に導
 入したリース総和法は対数総和法を包含する総和法である。従って総和法を一般的に論ずる立
 場から,ネールンドおよびり一スを総和法は極めて有効な総和法と言える。
 総和法は収束の概念の拡張であるように,絶対総和法は絶対収束の概念の拡張である。そし
 て絶対ネールンドおよびリース総和法で考察することは総和法理論からも興味深いと言える。
 フーリエ級数の絶対収束性は関数の変分,連続性とは密接な関係があるが,これらの性質か
 らだけでは絶対収束性は十分に記述されるとは限らない。この理由からフーリエ級数が絶対収
 束性を示す種々の十分条件が考えられてきた。
 本研究はこれらの条件を直交級数の立場から一般的に考察し,古典的な定理が導びかれる背
 景を明らかにした。また絶対収束性を示さないフーリエ級数,直交級数に対しては,関数の変
 分,連続性,係数条件等に注目して,絶対ネールンドおよびリース総和可能である条件を考察
 した。これによって従来の結果は一般化され,見通しが良くなった。
 本論文は3つの章からなっている。
 第1章ではフーリエ級数の絶対収束に関する古典的な定理を導びく背景を直交級数で考察す
 る。第1璋では関数の変分とフーリエ級数の絶対ネールンド総和法との関係を明らかにし,体
 系的に論ずる。第111章では直交級数の絶対リース総和法の一般論を構成し,フーリエ級数への
 応用を述べる。
 第1章S.B.Stechkin(!947)は最良近似の観点から直交級数の絶対収束に関する結果を与え
 た。すなわち
  
 Σび1!2E義2)(f)<。。ならば,Σla.1<甲.
n司1nエ1
 この結果はフーリエ級数に対するS、N.Bernstein(1914)の定理の拡張である。この古典的な定
 理には関係する種々の結果がある。これを直交級数論の立場から眺め,一般化を計ることは興
 味がある。個々の直交級数に対する研究はJ.R.Mdaughlin(1973)等によってなされている。
 この章の目的はBemsteinの定理およびそれに関係した結果がStechkinの定理から導びか
 .れる数学的背景を三角関数系,ウォルシュ関数で明らかにし,ある種の性質をもつ直交関数系'
 に対しても同様な結果が成立することを示すことである。以下はその要約である。
 ¢撮{ψ,/,n二1,2,_,を有限測度集合上で定義されたし一完備な有界正規直交系とし,働,_,
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 ψ,の一次結合の全体をΦ。であらわす。つぎのような性質(A),(B),(C)を考える。
 仏).1≦P<q<・。,P∈Φnならば
 「lPIIg≦AnαllPllp,α=1/p-1/q
 ただしAはΦにのみ関係する定数とする。
 つぎの性質をみたす線型作用素G、:L1→Φ2,が存在する:
 LPからしPへの線型作用素として,nについて一様有界である。
 任意のP∈…Φ。に対して,G。(P)=R
 i≦P≦OGなら畢ま,
 llf-Gnfl「p≦AE(韓)({)=A呈nf{1「f-pllp:P∈Φn}・
n
 k器1
n
 k置i
 IIPlα増p≦Anα11Pllp.
QO
 むニ 
 E(B)(f卜α3)≦An一αE(B)(f).
 三角関数系,ウオルシュ関数系は(A),(B),(C)をみたす。Φが(A),(B)をみたせば,つぎの定理
(B)
(i)
 (ll〉
㈹
 (C)(i)P・=Σak侮とする。α>0に対して
 P[司=Σkα衡、興とおけはご,
 (ll)α>0のときΣakの、鰹LPに対して,
 が成立する。
 定理1.1≦p<q<・oに対して,
  
 Σn-11q〆E(韓)({)≦AΣn-1/P'E(B)(f).
 おユロマユ
 この定理によって絶対収束の判定条件を与える古典的なZygm綾nd,Szasz,Salem等の定理
 はStec欲lnの定理から導びくことが出来,見透しよく統一的にみることができる。
 定理2.1≦p<q≦2,0<β<q'ならば,
  
 Σ(ガ11q'E(言)(f))β≦AΣ(n-1∫P〆E(B)({))β・
 パゑモ マヨ
 Φが(A),(B),(C)をみたせば,つぎの定理が成立する。
 定理3.
 (1)0<β<α,E(義)(f)罵0(nつ,E(冑)(f)=0(n一α)ならば,Σnβ/21anl<。。.
 (ii)δ>0,!≦P≦2,0<β<2,Σ(nδ皿1/pE(B)(f))β<。。ならば,Σ(nδlani)βく・。.
 、窯、
 第II章
 フ～リエ級数の収束状態は収束の概念を拡張した総和法で考えるとみやすくなりかつ有効な
 応用もある。そしてフーリエ級数および共役級数の絶対収束も,総対総和法によって概念を拡
 張して考えることが出来る。この場合も絶対ネールンド総和法を導入することによって従来の
 結果を統一して記述することが出来る。
 先づ関数の連続性または変分とフーリエ級数,共役級数の絶対ネールンド総和可能性の研究
 はL.Mcfadden(1942),T・Pati(1959)以来数多くの研究者によってなされて来た。
 著者の結果は総和因子を導入することによって,フーリエ級数の0.P・Varshney(1963),泉
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 昌子および泉信…(i970),M、M殺diral(1974)の結果と共役級数のA.Kamar(1974)の結果を統
 一的にまとめ,更1こ拡張したものである。以下定理を・述べるとつぎのようになる。
 [一π,π]上の可積分関数f(t)のフーリエ級数と共役級数をそれぞれ
  
 {(t)～Σ(ancosnt十bnslnnt)=ΣAn(t),
 n盤1n∬1
のけ
 Σ(bncosnt-ansi捻nt〉罵ΣBn(t〉
n雲1 哩1
 とする。
i
 ψ(t)二7{∫(x率t)+f(x-t)}・
1
 ψ(t)=歪r{{(X+tH(X}t)/・
 △Pn駄Pn-Pn+垂,λ(11)驚λn
 とおく。
 定理1.pn≧0,↑,λ(t)>O↑,t2λノ(t)/λ(t)2↑,tλノ(t)/λ2(t)‡,μn∈…B,λn、μn/R↓
 とする。
 
 Σλkμk/kPk二〇(λ,/Pq),n=i,2,_
 k蓄n
 Σλ`μk/λkくoo
 ヨユ
λ(c/t)ψ(t)∈BV(o,π)
の
 ならば,点xでΣλ。μ.A.(t)は瞬,P。1総和可能である。
ロニエ
 定理2.Pn,△Pn≧0,篶μ(t)∈B,λ(t)>0↑,λ(t)4t)/t‡,貧μnLμ。/Pn↑とする。
 
 Σλkμk/kPl、雌0(λn/Pn),n償1,2,_,
 }{藁n
∫
π
 λ(c/t)μ(c/t)ψ(t)dt/t<・・,
∫
ガ
 λ(C/t)dψ(t)<。。
一
 
 ならば,点xでΣλ。μ。B.(t)はIN,Pm1総和可能である。
 ロまエ
 定理3.Pn≧o毒,μn∈B,λ(t〉>o↑.,λnμn/(資+1)↓とする。
け
 Σλ1、μk/kPkコ0(λn/Pn),n艶1,2,_
 二日
 ψ(+0)罵0
 ∫㌃(C/t)ldψ(t)1<・・
 
 ならば,点xでΣλ。μ。B.(t)はlN,P,1総和可能である。
 n詳1
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 第111章
 直交級数はその係数がある種のむしろ弱い条件を満たすとき,絶対収束性を示す。FW.
 Wang(!941-42)はフーリエ級数の係数条件と絶対チェザロ総和法との間に絶対収束の場合と
 類似関係があることを明らかにした。土倉保(1953),K.Tandori(!960),L.Leindler(i961),
 P・L・U1'yanov(ig64)等はこの結果を直交級数に拡張した。著者はこれらの結果を絶対ネールン
 ドおよびリース総和法で考察することによって拡張することを試みた。
 すなわち,本研究は直交級数の絶対リース総和法に関するF.M6r墨cz(1962)の定理と同値な
 定理を示し,それらの応用として,直交級数の係数条件,最良近似と直交級数の絶対リース総
 和法との関係を明らかにした。またこれらの結果にL.Leindまer(1965)の構造定理を応用するこ
 とによって,フーリエ級数の絶対リース総和可能性と関数の連続性との関係が明らかになった。
 これは直交級数,フーリエ級数の絶対チェザロ総和法のP.L.U塚anov(工964)の結果と類似の結
 果が絶対リース総和法に対しても成立することを示しており,この方面の研究に対しては絶対
 ネールンド総和法より絶対リース総和法で統一的にまとめるのが自然である。本研究の結果は
 つぎのように述べられる。
 P(x)をP(n)=P。,pkn)=p。(n謡0,},...)となる狭義増加函数,A(x)をP(x)の逆関数とし,
 レn罵〔A(2n)〕とおく。
 ぬひユ
 Cn鷲1Σtan1211■2,nニ0,1,_
 k=垢十1
 と定義する
 L。(t)=i,Lユ(t)鱗10gt,Lp(t)雛L1(Lp_圭(t))
の
 し(t)=L1(t)_Lp_1(t)(Lp(t))圭+ε(ε≧0,p=1,2,_)P
 とおく。
  ぬ
 定理工.ΣC。<ooである必要十分条件はΣp./P。P,一1{ΣPk勾al、12}1/2<oo
 n薫on==Ii{記1
 である。
 定理2.pは非負整数,sは正整数,α>0,ε>0とする。
ての
 (i)Σ1an12L(9)(鍛)一'L(n)<。。ならば,
 P十s
 Σan輪(x)∈限,Ls(n),11ae・
くの
 (ii)Σlan12nLs(n)『αLp浄s(n)くOoならば,
 Σa。伽(x)dR,expn/L,(n)α,11a.e.
 Ω(δ,f)はし2一連続率,L2一二階連続率又はその積分平均とする。
 定理3.定理2と同じ仮定とする。
 (量)Ω(δL,f〉=0(Ls刊(1/δL)㎜1ブ㍗ε)なら吾ま,
 ΣAn(x)鉦IR,L、(n)α,11a.e.
 の
 (呈i)Ω(δ,{)=o(δ1/2Ls(1/δ)α/2Lp+s(1/δ)一1)ならば,,
 ΣA昌(x)61R,expn/Ls(n)α,ila.e.
 定理4.P。>0とする。
 一319一
  
 (i)ΣPn/PnPn_1{ΣP講1(Iak12申ibk12)}1'2<oo
 ロ二三 ゑよ
 ならば・Σ土(ancos駆÷bnsまnnx)は殆んどすべての±に対してa.e.でIR,P。,il・総和可能で
 ある。級数(1)が発散すれば,Σ±(a,cosnx+b.slnnx)は殆んどすべての±に対してa.e.で
 撫,P.,11総和可能でない。
 のくの
 系・定数2・3のし,(●)あるいはLp+、(・)のε>0を除くことができない。
搬
欝
欝
 糖
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 論文審査の結果の要旨
叢
蓑
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£
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 本論文は,フーリエ級数と直交級数の絶対収束性および絶対総和法の研究を行ったものであ
 る。フーリエ級数の収束性は複雑であって解析学の数多くの問題と関連して研究されてきたが,
 絶対収束性はフーリエ変換の代数的側面,函数の評価の技術的な側面からみて,また絶対総和
 法は収束挙動を調べるうえで興味ある課題である。
 本研究は三つの部分から成っている。
 第『1章,フーリエ級数が絶対収束するための条件としては,古典的なS.Bemsteln(1914)の
 定理があり,以後その拡張,変形の試みがなされてきた。これらは,すべて函数の変分,連続
 性に条件を附したものである。著者は先ずこれら古典的な条件は最良近似の評価でおきかえら
 れることに着目した。そして二つの最良近似列間のある関係式を示すことによって,従来知ら
 れていた絶対収束判定条件は,S.Stechkinの定理から導びくことができることを示した。この
 方法は,ある種の条件をみたす直交函数系による展開に対しても適用できるものであり,これ
 によって絶対収束に関する定理,判定条件は統一的に整理され拡張された。
 第2章は絶対収束という概念の一つの一般化である絶対総和法の研究にあてられている。著
 者は,総和因子をも含めた形で1点における絶対N6rlund総和定理を示した。これによってS・
 Ma盆ar,泉信一等による数多くの結果が一つの定理の形で体系化された。更に類似の定理が共
 役級数に対しても成りたつことを示している。
 第3章は殆んどすべての点に於ける絶対総和可能性の研究である,著者はこの場合はN6r-
 1u撮総和法よりもRlesz総和法で総一的に記述する方が効果的であるとの観点から直交級数
 及びフーリエ級数が殆んどすべての点で絶対総和可能であるための十分条件も与えた。また著
 者はこれらの結果は最良であることも示している。
 以上のように,本論文はフーリエ級数の絶対収束及び絶対総和可能性に対する,従来から知
 られている厖大な量の結果を拡張し統一的に見透しのよい形で記述できることを示したもので
 ある。それはまた新しい結果をももたらしており,上で述べたような分野に大いに貢献するも
 のである。よって理学博士の学位論文として合格であると認める。
 .
鯵
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